Вариант № 1.

Задача № 1.

Дано:

Исследовать на устойчивость нулевое положение равновесия линейной динамической системы и найти её общее решение:
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Решение.

1). Найдём положение равновесия :
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Положение равновесия находится в точке О(0;0).
2). Составляем характеристическое уравнение и находим его корни:
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Характеристические числа – вещественные отрицательные, поэтому положение равновесия О(0;0) – устойчивый узел.

3). Найдём собственный вектор, отвечающий числу 
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4). Найдём собственный вектор, отвечающий числу 
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Векторы С1 и С2 задают направления координатных осей Оξ1 и Оξ2.

5). Составляем общее решение в векторной форме:
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В скалярной форме оно имеет вид:
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Задача № 2.

Дано:

Дать полный качественный анализ следующей нелинейной динамической системы и построить её фазовый портрет:
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Решение.

1). Найдём положения равновесия :
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Первое положение равновесия находится в точке С1(3;3).
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Второе положение равновесия находится в точке С2(1;-1).
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Третье положение равновесия находится в точке С3(-1;1).

Четвёртое положение равновесия находится в точке С4(-3;-3).

2). Дифференцируем систему в окрестности точки С1(3;3):
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Составим линеаризованную систему:
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Характеристическое уравнение:
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Следовательно положение равновесия С1(3;3) – седло.
Найдём угловые коэффициенты сепаратрис седла:
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Дифференцируем систему в окрестности точки С2(1;-1):
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Составим линеаризованную систему:
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Характеристическое уравнение:
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Следовательно положение равновесия С2(1;-1) – неустойчивый узел.

Дифференцируем систему в окрестности точки С3(-1;1):
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Составим линеаризованную систему:
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Характеристическое уравнение:
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Следовательно, положение равновесия С3(-1;1) – устойчивый узел.

Дифференцируем систему в окрестности точки С4(-3;-3):
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Составим линеаризованную систему:
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Характеристическое уравнение:
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Следовательно положение равновесия С1(-3;-3) – седло.

Найдём угловые коэффициенты сепаратрис седла:
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3). Найдём вертикальную и горизонтальную изоклины:
2x-y = ±3 – вертикальная; x-2y = ±3 – горизонтальная.

4). В области 1 производная 
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В области 2 производная 
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В области 3 производная 
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В области 4 производная 
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В области 5 производная 
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. Следовательно, изображающие точки движутся слева направо и сверху вниз.

В области 6 производная 
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. Следовательно, изображающие точки движутся справа налево и сверху вниз.

В области 7 производная 
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. Следовательно, изображающие точки движутся слева направо и сверху вниз.

В области 8 производная 
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. Следовательно, изображающие точки движутся слева направо и снизу вверх.
В области 9 производная 
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. Следовательно, изображающие точки движутся справа налево и снизу вверх.
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Задача № 3.

Дано:

Доказать, что следующая система, описывающая взаимодействие популяций хищник-жертва
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где α, γ – положительные параметры, имеет первый интеграл:

U(x,y) = x + y – γ ln x – α ln y.
Решение.

1). Найдём положения равновесия :


[image: image78.wmf];

0

γ

0

α

î

í

ì

=

+

-

=

-

xy

y

xy

x




[image: image79.wmf];

0

γ)

(

0

)

α

(

î

í

ì

=

-

=

-

x

y

y

x




[image: image80.wmf].

;

;

0

;

0

2

2

1

1

a

g

=

=

=

=

y

x

y

x


Получили два положения равновесия О1(0;0) и О2(γ;α).
2). Продифференцируем функцию U(x;y):
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Вычислим производную функции U(x;y):
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Функция U(x;y) называется первым интегралом динамической системы, если на любой траектории системы она обращается в постоянную.
Задача № 4.

Дано:

Провести компьютерное исследование обобщённой модели Ван-дер-Поля:
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При вычислении взять ε = 0,1; α = 0,125.

Решение.

Исследование проведём при помощи программы “WInSet”. Для этого записываем заданное уравнение, в свойствах пользовательских систем, в виде, представленном на рисунке 2.
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Рисунок 2.

Далее, в параметрах системы, задаём значения ε и α в строках p1 и p2 соответственно. Это действие отображено на рисунке 3.
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Рисунок 3.

Получившийся в итоге фазовый портрет показан на рисунке 4.
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Рисунок 4.
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Фазовый портрет устойчивого узла.
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